Réduction de Jordan par la dualité

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 151 : Dimension d'un espace vectoriel. Rang. Exemples et applications.

— 154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

— 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

P
Théoréme. Soit u € L(E) de polynome caractéristique scindé x, = [[(X — M), avec
k=1
ap > 1, N\, € K deux a deux distincts. Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u
J1
est de la forme ot
Jp
Ak (0)
vke [Lpl = |2 € Mo, (K) et ex; € {0,1}
(O) 6]6,0% )\k
Lemme 1. Soit u € L(E) nilpotent d’indice ¢ > 1, il existe p € E*, x € E tel que les espaces
— F = Vect(z,...,u?!(x))
— G = H* avec H = Vect(ip,'u(p), ..., (u)?1(p))
sont stables par u et E = F @ G.

Preuve du lemme : Comme (‘u)* = ‘(u*) pour tout k € N, 'endomorphisme ‘u : E* — E* est
nilpotent d’indice ¢, donc il existe ¢ € E* tel que la famille (¢, ‘u(p), ..., ('u)?"1(p)) est libre.
Comme poud™! £ 0, il existe z € E tel que o(u?'(z)) # 0 et ui~'(x) # 0 donc (z,u(z),...,ui " (x))
est libre.

Notons H et F les espaces engendrés et notons G = H*.

F est clairement stable par w.

Montrons que G est stable par u :

Soit y € G, montrons que u(y) € H*, or pour k € [0,q — 1], (*u)*(¢)(u(y)) = (‘u)**1(p)(y) = 0 car
y € G.

Montrons que £ = F & G

On a déja dimG+dimF =n—qg+q¢=n=dimF.
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Montrons a présent que F NG = {0},

q—1
Soit y = Y Apuf(z) € FNG,u?'(y) € G car G est stable par u.

k=0
Dot 0 = p(u?™(y)) = Ao @(u?™(x)) donc Ay = 0.

—_———
£0
q—1
De méme, en supposant A\g = --- = A\; = Opour 0 < 5 < ¢g—2, onay = Z )\kuk(x) et
k=j+1
0= p(ul%(y)) = \jr1 p(u? ' (z)) donc A\j;; =0. Dot E=F @ G. O
£0

Lemme 2. Soit u € L(FE) nilpotent d’indice ¢ > 1,il existe une base E = By U ---U B, telle
que chaque espace E; = Vect(B;) sont stables par u et la matrice l’endomorphisme induit par
u sur F; est

avec ¢; = dim(E;)

Preuve du lemme : On procede par récurrence sur n = dim F,
— Pour n =1, on a u =0 et le résultat est acquis.
— Soit n € N*, supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de dimension strictement

inférieur & n, considérons F' et G telle le lemme 1, on a en notant By = (z,u(x),...,u? (z)),
0 (0)
1 .
l\/llgat(uF) = o e M,(K)

(0) 1 (0)
Si g = n, le résultat est acquis. Sinon, on complete cette base par une base B une base de
J, 0
0 A,
Comme A,_, € M,,_,(K) est nilpotente d’indice de nilpotence < ¢, on applique I'hypothese
de récurrence pour obtenir une base idoine.

G, la matrice de u dans la base B = B; U Bg est A = ) car (7 est stable par u.

O
Passons a présent au cas trigonalisable,

Preuve du théoréme : Pour k € {1,2,...,p}, notons N = Ker(u— \;id)*, on a par théoréme
P
de Cayley-Hamilton, F = @ Ni.

k=1
Chaque Ny, est un espace stable de dimension oy, et uy, a pour unique valeur propre A, et uy, — Agid
est nilpotente d’'indice £ < ay,.

Donc d’apres le lemme 2, il existe une base By de N dans laquelle Mat(uy, — Agid) est de la forme

0 (0)
€k,1 '
(0) Ek,oy, 0



Dans la réunion de ces bases, la matrice de u est de la forme indiquée. O
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